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Questions préliminaires
1. Quelques propriétés du rayon spectral
(a) N est nilpotente alors Sp(N) = {0}. Donc Sp(I, + N) = {A} et par suite p(A) = [A].

/\1 al‘]’
(b) (i) Comme A est trigonalisable dans M, (IR), alors A est semblable &
0 /\n
/\’1‘ agj
Soit i tel que p(A) = |A;|. Comme A* est semblable a , alors,
0 Ak

Vie{l,..,n}, lx\ﬂ < |AK|. Ainsi, p(AF) = |AF] = p(A)K.

(ii) Comme A est trigonalisable dans M, (R), alors Spc(A) = Spr(A). D’autre part,
pour tout X € R"\{0}, on a par définition de ||.|||2, ||AX]| < |||Al]||2]|X]|. En parti-
culier pour X vecteur propre réel non nul associé a une valeur propre A, on obtient
IALXI < T AHll211X]], ce qui donne [A] < [[|Al]l2. Ainsi, p(A) < [[|All2-

(©) xa(X)=xa,(X)x4,(X),alors Spc(A) = Spc (A1) USpe(Az). Done p(A) > max(p
D’autre part, VA € Spc(A), |A| < max(p(A1),0(A3)), dott p(A) < max(p(A1),0(A 2)

2. Décomposition de Schur

(a) Mat(f,B)=T= (tij)ij> avec t;; =0, Vi> j. Posons F; = Vect(ey, ...,e;). Alors, Vk € {1,...,i},
flex) = Z;‘:l tixej € Vect(ey,...,er) € F;. Ainsi, F; est stable par f.

(b) D’apres le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, Vect (e, ..., €;) = Vect(el, 40,

€
Vi {1,..,n}, dour Vect(ey,...,€;) est stable par f et par suite T = Mat(f,B’) est trian-
gulaire supérieure.

(¢) Soient B, la base canonique de R", A = Mat(f,B.) et P = Pp_,p. Alors A= PAP~ 1 on
P est orthogonale. ~

Partie 1



Concours Mathématiques et Physique Corrigé de I’épreuve de Mathématiques IT Page 2 sur 6

1. (a) S est un compact (fermée et bornée de R") et F est continue sur S (application polyno-
miale).

(b) Premiere méthode : Les applications f : X — AX et g: X — X sont C'. De plus,
lapplication b =<, > est bilinéaire done C!. Alors 'application F : X + b(f(X),g(X))
est Cl et, VH € R",

dF(X).H = db(f,8)(X).H =b(df(X).H, g(X)) + b(f(X), dg(X).H)
=<AH,X>+<AX,H>=<(A+ 'A)X, H>.

Ainsi, VF(X) = (A + 'A)X.

Deuxiéme méthode : On montreque F(X+ H) =< AX, X >+ < AX,H>+ < AH, X >
+ < AH,H > et que | < AH,H > | < ||AH||||H|| = o(||H]|). Par suite

dF(X).H=< AH,X>+ < AX,H>=< (A+ 'A)X, H>.

(c) e On vérifie que :
7(0) = Xo, v est dérivable sur | — 1,1[ et o/ (t) = —||V||2sin(t]| V]2) Xo + cos(t||V]]2) V.
Dot y/(0) = V.
e Comme Xy LV, alors ||7(t)||3 = cos?(t||V||2) +sin?(¢|| V| 2) = 1 et par suite y(t) € S, Vt.

E(y(t)). Comme () € S, Vt €] — 1,1], alors ¢(t) < F(Xo) = ¥(0), d’o;\;

I

(d) Soit y(t)
¥/ (0) = 0.

(e) Ona:y'(t) =< VF(y(t),7'(t) >.
En particulier, ¢’(0) =< VF(Xy),V >=0, dou Vect(Xg)*+ C (VF(Xp))* et par suite
T

VE(Xp) € Vect(Xg)*+ = Vect(Xp). Donc il existe A € R tel que VF(Xp) = AX,.

(f) e On a : VF(Xg) = A+ A)Xo = AXp et Xp # 0. Ainsi, A est une valeur propre de
(fA+ A)

e Comme (*A+ A)Xy = AXo, alors < (A + A)Xg, Xo >= A et ceci est équivalent a
2< AXp, Xg >= A, cest adire < AXy, Xg >= —17:/\.

2. On a montré dans Q1 qu'il existe Xy € S et A valeur propre de (*A + A) tel que, VX € S,

1

Lo
< — .
2/\_2,0(14—1~A)

< AX,X >=F(X) < F(Xo) =

En appliquant ce qui précéde & —A , on montre qu'il existe u valeur propre de (—'A — A)
tel que, VX € S,

— < AX, X >=< -AX, X >< %;{ < %p(—fA —A)= ~%p(tA +A).

Ainsi, VX €S, | < AX, X > | < Jp(*A+ A).
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D’autre part, soit A € 5,(*A + A) tel que |A| = p(*A + A). Alors, il existe Y € S tel que
(PA+A)Y =AY, dou2 < AY,Y >=< (fA+ A)Y,Y >= A, Cest a dire 3p(*A + A) = 3[A|
| < AY,Y > |. Conclusion, 3p(*A + A) :I§1a§<| L AXX > .

€

3. On applique Q2, en remplacant A par tAA

4.

(a) On vérifie que'AA =diag(*A1 Ay, 'A2Az). D’apres Q 1-c- partie préliminaire, on aura

ANIE = p('AA) = max(p(*A1A1),0(* A2 As)) = max(|[| A1

2
2|l

Az [3)-

(b) Si A est symétrique, alors, d’apres Q 3-partie I et Q 1-b- partie préliminaire, on aura

p(4%) =p(A) = [[|A]l ]2

Partie II : La formule de Gelfand

1
1. Si A est nilpotente, alors Spc(A) = {0} et A* =0, Vk > n. Dot hm lHAk\H’z‘

=p(A).
2.

1 - . .

(a) Comme I, et N commutent, alors AK = (AL, + N)k ZC‘ AN = Z CIAFINT,

i=0
Comme Ci < k" pour i € {0,.,n — 1}, alors

n—l . .
1AM < AP 3 A IV
i=0

(b) Pourk >n,ona:

AL < [l A]1E < A5k Zw" N 12)t

1
Ai i 1 Ak kK Al=p(A).
i, tim 441} = 1] = p(4)

s), alors Ak =

3. Si A =diag(Ay,..., A diag( Ak, ..., AF). D apres Q 4-Partie I, on obtient :

1144|115 = max(||AKE, .. 114515,

En passant a la limite lorsque k — +o0, on obtient

Jim 1441 = max( tim_ 141, ., tim lA5015)

=max(p(A1), ... p(As)) = p(A) -
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4. (a) Vi#j,ona (X—A;)A(X—A)=1. Puis on applique le lemme de décomposition des
noyaux et le théoréme de C-I’i

(b) o (f — Ajidrn)™ et f commutent, d’oix F; est stable par f.

e Soit U; = fpi == /\iidpi € E(FZ‘). Alors, Vx € E, (f = /\iidﬂzn)mi(x) = 0, d'oit Zl?li = (f]:l. —
Ajidg)™ = 0, ce qui montre que 'endomorphisme i est nilpotent.

(c) Pour tout i € {1,...,s}, on pose p; = dimF; et B; une base de F;. Soit N; = Mat(u;, B;),
alors la matrice N; est nilpotente et donc A, := Mat(f;, B;) = A;I,, + N;. Sion considére
B =J;i_, B;, alors Mat(f,B) = diag(Ay,..,As) ;= A. Ainsi, A= PAP~!, ou P = Pg. 5.

(d) Yk € N, Ak = PAP-1. Alors

1AMl < 12N A NP2,

ce qui donne ||| A} < |IP]31P-1/1£]|4¥]1f. De méme, puisque 4 = P-1AD, on
obtient - . g :
AN < NPYIENPIIE A% E,

@i () 127117 ¥ P15 E 1A% 12 < 1% 2.

(e) En passant & la limite dans (*x) lorsque k — +o0, on obtient

p(A) =p(A) = lim |IA¥|If = tim 4%}

Partie ITI : Matrices radiales
1. [, est radiale.

2. On vérifie que : p(A) =0 et [||Al||2 > 0, d’ott A n'est pas radiale.

3. (a) Comme p(A) < |||A]|],, alors

Aest radiale <= p(4) = [||Al|l> <= p(A) > |||Al|]>

(b) A est radiale, alors p(A¥) = p(A)k = |||A||[k > [||A¥|||,. Donc A* est radiale.

(c)

A estradiale <= |||Al|]2 < p(A)
== VX eRY, [[AX]2 < p(A)|X]|

= VX eR", [|AX| < p(A%)] X
= VX EeER", <p(AH)X — TAAX, X >>0
< p(AN)I, - 'AA € ST(R).
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i > —ab 0
(d) On vérifie que p(A) = Vab et que p(A*), — 'AA = .Dou
0 a®>-—ab

o(ANL — 'AA€ ST (R) & (b(b—a)>0etala—b) >0) < a=b.

(e) P(A est radiale ) = Z P(X ). Comme X et Y sont indépendantes,

alors

4. o Supposons que A est radiale, alors |||A|[|5 = p(A)F = p(AF) = ||| A¥]||.

* Supposons que [||A][|§ = ||| A, alors

p(A) = lim 114415 = S IHAle 1 Alll2-

5. La décomposition de Schur montre que

A est orthogonalement semblable &a T =
(ai}' ) An
Ainsi,
e A est radiale signifie que T est radiale, car p(A) = p(T).

eVic {1,.,s},ona: |Tella <|||T|ll2=p(T) = |A1], ot (ey,...,en) est la base canonique de

R". D'otr ||Te;||3 < |A1|?. D’autre part, Te; = Aze; + Z ajiej, ce qui donne | Te;]13 = [A:f% +
j=i+1
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1
Z a]%. < |A]?, ceci Vi € {1,..,s}.Doncaj =0, Vie {1,..,s} et j € {1,..,n}. Par conséquent :

it
MM (0)

T 2 ' ouB=

(bij)
0) B

e Montrons que p(A)?I,_s — ‘BB € S} .(R). On vérifie que :

p(A)?L, — 'TT =

o(A)?I,—s — 'BB

ce qui implique que p(A)?I,—s — ‘BB € S,/ ((R).

e Inversement, supposons que A est orthogonalement semblable a

telle que p(A)?I,—s ‘BB € S,_,(R). Alors

o(A)?*I, — AA est orthogonalement semblable &

ce qui donne que A est radiale.

€ ST (R),

M (0)
As
(0) B
€S, (R),

p(A)ZI”_s = tBB

6. xm(X) = (X —1)X?, done Sp(M) = {0,1} et par suite p(M) = 1.
De plus, on vérifie que Is — ! MM = diag(0,0,1) € S§ (R), d'ou M est radiale. D’autre part, M
n’est pas diagonalisable puisque dimker(M) = 1 et 0 est une valeur propre de multiplicité

2.



